TOPOLOGIA - Primer cuatrimestre de 2008
Practico 0

Sean A, B, C' subconjuntos de un conjunto X. Demostrar las siguientes afirmaciones:
1. ACB < ANnB=A.

2. ACB <= AUB=B.

3. ACB=B=AU(B~A) y An(B~\ A) =0.

4. AN(BUC)=(AnB)U(ANCQO).

5. AuU(BNC)=(AUB)N(AUCQC).

6. ACBNC=ACBANACC.

7. AUBCC=ACCANBCC.

8. ACB < B“C BC.

9. ANB=ANB°.

10. (AU B)® = AN B¢
(AN B)Y = AU B¢ (Leyes de De Morgan)

11. Sea f: X =Y, AL BC Xy C,D CY. Probar:

(a) f(AUB) = f(A)U f(B).
(b) f(ANB) C f(A)N f(B). Ademés, f inyectiva = f(ANB) = f(A)N f(B)
(c) f7H(CUD)=f"HC)Uf (D).
(@) f~H(CnD)=fHC)nf D).
Demostrar también:

(e) f~1(f(A)) D A (y se cumple la igualdad si f es inyectiva).
(f) f(f71(C)) € C (y se cumple la igualdad si f es sobreyectiva).
(8) £71(C%) = [£71(O)]°.
(h) Si f es inyectiva entonces f(A°) C [f(A)]°.

)

Ademaés:

(j) En todos los items donde probé alguna contencién, busque ejemplos de funciones que
muestren que a veces no se cumple la igualdad.
Finalmente:
(k) f es inyectiva si y sélo si existe g : Y — X tal que go f =idx. (idx : X — X es la
funcién identidad de X, esto es, idx(z) = x Va € X).
(1) f es suryectiva si y sélo si existe g : Y — X tal que fog =1idy.
(m) Corolario: f es biyectiva siy sélo si existe g: Y — X tal que go f =idx y fog =idy
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PRACTICO 1

Espacios métricos. Espacios topolégicos. Subespacios.

1. Considerar en R" la métrica euclideana. Probar que
o S?={(z,y,2) € R*: 22+ y?+ 2? = 1} es cerrado en R®.
o {(z,y,2) ER3: x,y,2 € Z}° es abierto en R>.
e {(z,y) eR?*: 0<z<1,0<y<1, z+#2<VneN} esabierto en R%

e Si f: R — R es continua, entonces graf(f) = {(x,y) € R* : y = f(x)} es
cerrado en R

2. SeaCla,b] ={f:[a,b] — R : f es continua}. Probar que d(f, g) / |f(t) (t)| dt

es una métrica en Cla,b]. ;Vale la misma afirmacién si continuidad se reemplaza
por integrabilidad?

3. Si (X, d) es un espacio métrico y xg € X, muestre que la funcién f: X — R, R
con la distancia euclidea, dada por f(z) = d(z,x) es continua.

4. (a) Sea (F,d) un espacio métrico y sea ) # A C E. Probar que (A,d|4x4) es un
espacio métrico.
(b) Sea d la métrica euclidea en R.
i. [0,1) es abierto en [0,2] con la métrica restringida.
ii. Estudiar los abiertos de (Z, d|zxz).

5. Sea (X, d) un espacio métrico. Para cada A C X, no vacio, y cada x € X definimos
d(z,A) = inf{d(x,y) : y € A}. Probar que la funcién § : X — R, R con la
distancia euclidea, definida por §(z) = d(z, A) es continua.

6. En X = C([0,1]) consideremos las métricas

di(f,g) = max{|f(t) —g(t)| : ¢ €[0,1]},

dy(f, 9) = /If (t)] dt.

(a) Analizar la continuidad de id : (X,d;) — (X, dg) y deid : (X, dg) — (X, dy).

(b) Analizar la continuidad de las funciones f +— f(1)y f — fo ) dt para ambas
métricas en X.

7. Hallar todas las topologias en {a,b} y en {a,b, c}.



8.

9.

10.

11.

12.

13.

14.

Probar que las siguientes son topologias en el conjunto X.
(a) T={AC X : A°es finito} U {0}.
(b) Ty ={AC X : 29 € Ay U{0}, con zp € X.
)
)

€) Towy ={ACX: g & A} U{X}, con zp € X.

(
(a) Probar que las siguientes son topologias en R.
e 71 ={ACR: paracadaz € A3 R con [z,b) C A}.

e n={ACR: paracadaz € A 3be R con (b,z] C A}.
e 3={(a,+0): a € R} U{0, R}.
o 7, ={(—00,a): aeR}U{0,R}.

(b) Sien 73 y en 74 cambiamos la condicién “a € R” por “a € Q7, ;siguen siendo
T3 y T4 topologias en R?

(c) Verificar que {[a,b) : a,b € R,a < b} es una base de 7. Mostrar que los
elementos de esta base son abiertos y cerrados.

Sea E,, ={keN: k>n}yseatT={E,: neN}U{0 N}

Probar que la proyeccién p : R* — R, donde p(z,y) = z, es continua y abierta,
pero no es cerrada.

Consideremos R? con la métrica usual y sean A = {(z,y) € R*: = = & conn €
Nyel01}yB=QxZ

(a) ;Es A abierto o cerrado?

(b) Dar Ay Fr(A).

(c) Dar B.
Consideremos R con la topologia 5 del ejercicio 9.

(a) Probar que {(a,b]: a,b € R,a < b} es una base se 7.

(b) Sean A = [1,2], B = {0}, C ={+: ne N}y D = [0,00). Dar A°, B™,
Fr(AU B), D°, Fr(D), D-, C~ y C°.

(c) Probar que si A C R, entonces A — A’ es numerable.

Consideremos las siguientes familias de subconjuntos de R?,

e S; = {semiplanos abiertos}.
e Sy = {rectas del plano}.

e S3 = {semiplanos abiertos determinados por rectas verticales u horizontales}.



15.

16.

e S, = {rectas paralelas a los ejes coordenados}.
Sea 7; la topologia con subbase S;.

(a) Describir 7; y dar una base B; para i = 1,2, 3, 4.

(b) Consideremos a R — R? (R = {(x,0) : x € R}). Describir las topologias
relativas a R de (R?,73) y (R?, 74).

Sea X = F1 UF; con Iy y F, cerrados en X. Sean f; : F; — R continuas tales que
filrnr = f2lmam- Probar que la funcién f : X — R definida por f(z) = fi(x),
si x € Fj, es continua.

Sean S' = {(z,y) € R?: 2% +y* =1} y [0,27) con las topologfas relativas de las
usuales de R? y de R respectivamente. Probar que la funcién f : [0,27) — S,
definida por f(t) = (cos(t),sen(t)) es biyectiva y continua, pero no es abierta ni
cerrada y por lo tanto no es un homeomorfismo.



